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1 Grundlagen

1.1 Zahlensysteme

Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist von Peano axiomatisch begriindet
worden. Die natiirlichen Zahlen sind:

N=1{0,1,2,3,4,..}.

Aufbauend auf den natiirlichen Zahlen erhilt man die Menge der ganzen
Zahlen:
Z={.,—4,-3,-2-1,0,1,2,3,..},

die Menge der rationalen Zahlen:
P

die Menge der reellen Zahlen (als Darstellung iiber unendliche Dezimalbrii-
che):

o0

R= > al0", a;€{0,1,..,9}

k=—o00

und die Menge der komplexen Zahlen:

C={(=.y) | (z,y) eR*}.

Bemerkung. Addition und Multiplikation sind in allen Zahlensystemen aus-
fithrbar. In Z ist Subtraktion moglich und in Q zusétzlich die Division. (Ach-
tung: nicht durch "0"dividieren). In R gelten alle vorstehenden bekannten
Rechenregeln. In C ist i? := —1 definiert. Es gilt:

NczcQcRcC
Beispiel. {/2,¢,7} C R, aber {v/2,¢e,7} ¢ Q. D.h. v/2, e und 7 sind nicht
in der Form §7 p € Z, q € N darstellbar.
Ubungen 1.1.

a) O b) O c) O
d) O e)d O



1.2 Folgen und Reihen
1.2.1 Folgen

Definition. Eine (Zahlen-) Folge ist eine endliche oder unendliche Men-
ge ay,as,as,... € R die in einer bestimmten Reihenfolge angeordnet sind.
(an)2, wird als unendliche Folge, (a,)"_;, N € N als endliche Folge bezeich-
net. Folgende Bezeichnungen gelten:

o (a,)2, heibt beschrankt, sofern 3¢ > 0Vn € N: |a,| < c.

(an)se, heift konvergent, wenn Ye > 0 dng = ng(e) € N, so dass
Vn > ng : | a, —a |< e. Dabei wird a € R als Grenzwert oder Limes
bezeichnet. Das eine Folge (a,) konvergent gegen ihren Grenzwert a ist
wird als

a, — a fir n — oo, oder lim a, =a
n—oo

geschrieben.

Ist eine Folge nicht konvergent, so heifst sie divergent.

(an)e, heifit bestimmt divergent, wenn lim = +oo0.
n—oo

(a,)22, heilt streng monoton wachsend , wenn
ar < az < as... < ap
und streng monoton fallend, wenn

ap > ag > as... > ay.

Beispiele. Wichtige Grenzwerte von Folgen sind
e lim W/a—1

n— o0

e lim 3/n—1

n—00

(B = (14 1) e

(14+2)" —e”

(1= =e™

Ubungen 1.2.1.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ g



1.2.2 Reihen

Definition. Seien ag, a1, as, ... € R, dann heifst

oo
S:ZCLJ' =ap+a;+as+ ...
7=0

unendliche Reihe. Die unendliche Reihe ist definiert als Folge ihrer Partial-

summen:
N

Sy = Z aj, J € N.
=0
Beispiel. Die unendliche Reihe Z;io j bildet die Folge ihrer Partialsummen:
1,1+2,14+24+3,14+2+3+4,.... Konvergiert die Partialsummenfolge, so
heifst die unendliche Reihe konvergent. Divergiert die Partialsummenfolge so
heifst die unendliche Reihe divergent. Der Grenzwert einer unendlichen Reihe
ist der Grenzwert ihrer Partialsummenfolge:

00 N

g a; = lim Sy = lim E a;
N—o0 N—oo

Jj=0 J=

Beispiel.Die unendliche Reihe Z;’;O J besitzt die Partialsumme

N(N+1
SN:1+2+3+...+(N—1)+N:(T+), NeN.
Nun ist aber
. N(N+1)
hm = — — OXQ.
N—oo 2

Die Reihe ist daher divergent, weil ihre Partialsummenfolge keinen endlichen
Grenzwert besitzt. Im folgenden werden wichtige Reihen und Ihre Grenzwerte
aufgefiihrt:

e Die endliche geometrische Reihe ist durch

N ) 1_qj+1
Zq9:1+q+q2+...+qN:—1_q , ¢ 71
j=0

gegeben. Die unendliche geometrische Reihe konvergiert genau dann,
wenn |g| < 1. Dann ist

[e.o]

Zqﬂ':1+q+q2+...:L lq| < 1.
=0 L—a



e Die harmonische Reihe
i L1 1 1
j:1 ja 1o¢ 2a 3a

ist konvergent fiir o > 1.

Konvergenzkriterien. Ein notwendiges Kriterium, dafiir das eine unendli-
che Reihe Z;’io a; konvergent ist, ist lim; .. a; = 0. Die Folge der Glieder
der unendlichen Reihe miissen also eine Nullfolge bilden.

Beispiel.

J=1

ist divergent, da der Limes der Folgeglieder geméfs

1..
lim a; = lim (14 =)’ — e
j—roo j—o0 7

keine Nullfolge bildet. Das ein Kriterium notwendig ist, sagt nur aus, dafs
es gelten muss bevor weitere Kriterien zur Konvergenzuntersuchung heran-
gezogen werden. Konvergenzkriterien sind u.a. Leibniz-, Quotienten- und
Wurzelkriterium (s. Literatur).

Rechenregeln fiir Reihen. Unter der Voraussetzung, dal zwei Reihen
> i2ga; und Y b; konvergent sind, gilt die komponentenweise Addition

Z(aj +b]) = Zaj + Zb]
j=0 Jj=0 Jj=0

und die komponentenweise Multiplikation

oS )
E Taj =T E Gj.
Jj=0 Jj=0

Ubungen 1.2.2.

a) O b) O c) O
d) O ¢) O £ O



1.2.3 Die Taylorreihe

Definition. Sei f eine Funktion, die im Punkt xy mindestens j-mal differen-
zierbar ist, so heifst

f'(xo)
1!

f//(ajo)
2!

f(N) (z0)
N!

(x—x0)+ (z—m0)*+...+ (x—1x0)

N .

f(J) T .

(o) = > L oy = pa+
§=0

das Taylorpolynom N-ten Grades von f um den Entwicklungspunkt xq. Ist

die Reihe unendlich und wird die anzundhernde Funktion f(x) durch die
Taylorreihe um x( exakt dargestellt, so heifst

< F0) (2 |
@) =Ty =3 L0y

7!

J=0

Taylorreihe von f um xz,. Nahert die Taylorreihe die Funktion f(z) nicht
exakt an, sondern bricht vorher ab, so heifst

By(x) = f(z) = Tn(2)

N-tes Restglied der Taylorentwicklung von f um zy. Das Restglied kann bei-
spielsweise durch die Restglieddarstellung von Lagrange berechnet werden:

_ () N1
Bnte) = prte —m)
mit einem & zwischen a und .
Ubungen 1.2.3.
a) O b) O c) O
d) O e)d g

1.3 Funktionen

1.3.1 Definition von Funktionen

Definition. Seien X und Y zwei (nichtleere) Mengen und z € X und y € Y.
Dann bezeichnet:
f:X—=>Y

7



eine Funktion f, wenn jedem z eindeutig ein y zugeordnet wird. X wird als
Definitionsbereich (auch als Dy) bezeichnet, Y als Wertebereich (auch Wy).
y = f(z) heift der Wert der Funktion an der Stelle x.

Bemerkung y = f(x) wird auch das Bild von x unter der Funktion f und

x das Urbild von f(x) genannt. Definitions-und Zielbereich von Funktionen
miissen festgelegt werden, um eine Funktion vollstindig zu beschreiben. Im
tibrigen sind alle elementaren Funktionen (die bekannten wie sin z, cos x, tan z, e*,
usw.) auf Threm Definitions-und Wertebereich stetig.

Beispiele. (a) Fiir die Normalparabel f: 2z — 22 gilt f: R — R.

(b) f:2 — . Hierist f: Dy — Wy f:R —]0,1].

Die Intervalle des Definitions- oder Wertebereichs werden wie folgt bezeich-
net:

e [ . ]: geschlossenes Intervall

e | . [: offenes Intervall ("keine Endpunkte")
e | . |: linksoffenes Intervall

e [ . [: rechtsoffenes Intervall

Ubungen 1.3.1.

a) O b) O c) O
d) O ¢) O £ O

1.3.2 Ganze rationale Funktionen

Definition. Ganze rationale Funktionen sind reelle Polynome:
f(z) = ao + a17 + asx® + ... + a,2™, ag...a, €R

Bemerkung ay, ..., a, sind die Koeffizienten und ag das absolute Glied . Der
héchste Exponent von x bei dem a,, # 0 ist, heift Grad des Polynoms.

Diejenigen z welche die Gleichung f(z) = 0 16sen werden Nullstellen des



Polynoms genannt. Sind alle Nullstellen eines Polynoms bekannt, so kann
dieses ! als Produkt seiner Linearfaktoren

f(z) = ap+ a12+ asx® + ...+ apr" = (x — 2) (2 — Tp_y) - ... - (T — 22) (T — 21)

dargestellt werden, wobei zy,...,z, die Nullstellen des Polynoms sind mit
X1y, xpy € C.

Beispiele. (1) f(z) = 2? +  — 2 ist eine ganze rationale Funktion 2-ten
Grades. ap = —2,a; = 1,a = 1. Nullstellen bei z; = 1,29 = =2 = f(z) =
(x —1)(z +2). Dies ist die Darstellung der Funktion in Thren Linearfaktoren.
2) f@)=2~x=z(@*-1)=z(x—-1)(z+1). (3) fl(x) =2>+3x —4 =
(x—1)(2*+x+4). Die Nullstelle bei z; = 1 ist durch ausprobieren zu erhalten.

Bei Polynomen vom Grad > 2 kann bei bekannten Nullstellen durch die Li-
nearfaktoren geteilt werden um ein Polynom geringeren Grades zu erhalten.
Der Verlauf des Graphen der Funktion kann durch Grenzwertbetrachtung
erhalten werden.

Ubungen 1.3.2.

a) O b) O c) O
d) O e) O S o

1.3.3 Gebrochen rationale Funktionen

Definition. Seien p(z), ¢(x) zwei Polynome in R und ¢(z) ist nicht das Null-
polynom, so heifst

Gebrochen rationale Funktion. Ist Grad p(x) < Grad q(x) so heifst die Funk-
tion f(x) echt gebrochen anderenfalls unecht gebrochen. Definitionsbereich

von f(x)ist Dy{z € R: q(z) # 0}.

Bemerkung. Vorgehensweise: (1) unecht gebrochene Funktionen werden
durch Polynomdivision zerlegt. (2) Nullstellen des Z&hlers und des Nenners

nach dem Wurzelsatz von Vieta



bestimmen und ¢(z) und p(x) in Linearfaktoren zerlegen; ggf. im Z#hler und
Nenner vorhandene gleiche Linearfaktoren kiirzen. (3) Nullstellen im Z&hler
sind Nullstellen. Nullstellen im Nenner sind Polstellen. Graphische Darstel-
lung durch Grenzwertbetrachtung. Zuséatzlich kann der y— Achsenabschnitt
durch f(0) ermittelt werden

Beispiel. f(7) = 5221
2 2

Losung: (1) Es handelt sich um eine echt gebrochen rationale Funktion,
p(x) < q(z). (2) Nullstellen von p(z) mittels p-g-Formel sind x,, =2, x,, =
—3. Eine Nullstelle von ¢(z) muss bekannt sein ("raten", numerische Verfah-
ren). Hier ist z.B. z,, = 3.

Jetzt kann ¢(z) auf eine quadratische Form reduziert werden, in dem
durch den bekannten Linearfaktor geteilt wird:

s 13, 17 ' o
T -7 +?$—6.x—3—x —§x—2.

Die quadratische Form wird mittels p-q-Formel gelost sodass die Nullstellen
von ¢(x) vollstandig bestimmt sind: x, = 3, x4, = 4,74 = % In Linearfak-
toren zerlegt ist

(z+35)(x—-2) T —2

o) = i D -9 -1 @3-

fiir # # —1 (Unstetigkeitsstelle) (3) Nullstelle der Funktion ist z = 1. Die

Funktion ist bei # = 3 und « = 4 nicht definiert (Polstellen). lim f(x) —
T——00

07, lim f(2) — 0F. y— Achsenabschnitt ist f(0) = —3.

xT—r

Ubungen 1.3.3.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ g

1.3.4 Trigonometrische Funktionen

Definition der Winkelfunktionen {iber ein Dreieck im Einheitskreis:
GK
H

sino =

10



H

oo GE
an o 1K
cota = A—K
- GK

Funktionswerte der Winkelfunktionen

Funktion/Grad 0° ] 45° | 90° | 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
AR RN G R
sin 2| 1] ¢ —2 1| =2
cos o 1 ‘/75 0 —\/75 -1 —*/75 0 ‘/75 1
tan o 0 1| £oo| -1 0 1| £oo| -1 0
cot o +o00 1 0] —1]| %00 1 0] —-1]| =+o0
Eigenschaften der Winkelfunktionen
e cos(—x) = cos(x) (gerade Funktion)
e sin(—a) = —sin(«), tan(—«a) = — tan(a) und cot(—a) = — cot(«a) (un-

gerade Funktionen)
e sin(a+27) =sina, cos(a+ k2m) = cosa, k € Z. (Periode 27 )
o tan(a+m) =tana , cot(a+ km) =cota, k € Z. (Periode )
e Asin(a) : Faktor A um den die Amplitude verschoben wird
e sin(a + x): Verschiebung in Richtung —x
e sin(aa): Streckung von 1 in z— Richtung

Trigonometrische Formeln

11




sin(a £ ) = sinacos S F cosasinf
cos(a + f3) — cosacosf3Fsinasin 3
sin azsin 3 = 3(cos(a— B) — cos(a + B3))
cos a cos (3 = 3(cosa— B+ cos(a + f))
sin « cos 3 = 3sin(a — B) + sin(a + f)
sin? o = 3(1—cos2a)
cos® a = 3(1+cos2a)
sina +cos’a = 1
sin nao = ncos" tasina — () cos" asin® o + (g) cos"° asin® a F ...
cos no = cos"a— (3) cos" asin®a + (1) cos" *asina F ...
2
Ubungen 1.3.4.
a) O b) O c) O
d) 0 ¢) O £ O

1.3.5 Umkehrfunktion, Arcus-Funktionen
Im folgenden seien X, Y Teilmengen von R.

Definition. Sei f : X — Y eine bijektive Funktion, dann heift f~1:Y — X
die Umkehrfunktion von f.

Definition. Eine Funktion (oder Abbildung) f : X — Y heifit bijektiv falls
es zu jedem y € Y ein z € X mit f(z) =y gibt.

Beispiele. Sei f : R — R eine Funktion mit

1. f(z) =2z —3, soist f!(z) = 22

2. Ist f(z) = 22, so besitzt f: R — R keine Umkehrfunktion, da f nicht
bijektiv ist. Ist hingegen f : [0,00) — [0, 00), so ist f bijektiv und ihre
Umkehrfunktion ist f~'(z) = \/z

Bemerkung. Perodische Funktionen (und damit die trigonometrischen Funk-
tionen) sind auf Threm gesamten Definitionsbereich nicht umkehrbar und

2fiir n S N, (Z) = (n—nikl)'k’

12




miissen auf einen Definitionsintervall, ihre sogenannten Monotonieintervalle
eingeschrankt werden.

Arcus-Funktionen
| f(x) | Monotonieintervall | f~!(z) | Abbgebildet auf |

sinz | [-7, 7] arcsinz | [—1,1]
cosx | [0, 7] arccosz | [—1,1]
tanz | v € R arctanz | -5, 7]
cotzx | [0,7] arccot x | x € R

Beispiele. Graphen des Arcus-Sinus, Arcus-Cosinus, Arcus-Tangens, Arcus-
Cotangens.

Ubungen 1.3.5.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ O

1.3.6 Exponential -und Logarithmusfunktion

Definition. Sei a”, x € N eine Fzponentialfunktion, so heilt a die Basis und
x der Exponent. Ist x € Q derart das x = §= p € N,qg € N, so wird die
Funktion als die g-te Wurzel aus a hoch p bezeichnet.

Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen. Es seien a,b,z,y € R, a >
0, b> 0, so sind folgende Rechenregeln erlaubt:

1. a*a¥ = a®Y
2. a* = a™
3. a®*b* = ab®
4. a7 =L

Weiterhin gibt es fiir x > 0, a # 1 genau ein y € R mit a¥ = x. Somit gibt
es folgende Umkehrfunktion:

13



Definition. Fiir x > 0, a # 1 ist
y =log,r <= x =d’.
Man nennt y den Logarithmus von = zur Basis a.

Eigenschaften des Logarithmus. Seien b >0, ¢ >0, 1 #a >0, z € R,
so gelten folgende Eigenschaften:

o 1 =qa¥ = gl%"

e log, bc =log, b+ log, c
e log,1=0

e log,a=1

e log, z¢=clog, x

e log, g = log, b —log, c

Bemerkung. Spezialfille sind der dekadische Logarithmus zur Basis a = 10
und der natiirliche Logarithmus zur Basis b = 10. Schreibweise ist log;, x =:
lgz und log, z =: Inz.

Weitere wichtige, aus obigem folgende Eigenschaften sind
o f(z)=a® = erlna
o Ine* ==z

Ubungen 1.3.6.

a) O b) O c) O
d) O e) O f) o

14



1.3.7 Die e-Funktion
Die e—Funktion wird fiir alle x € R iiber die konvergente Reihe:

Oox”_l 2 o .
Z%m— +ZE—|—§+§—|—...—.6

definiert. Als weitere Definition kann fiir n € N der Grenzwert der Folge

1
i 14+ )"
im ( +n)

n—o0

benutzt werden. Die Ableitung der e—Funktion ist die e—Funktion selbst.
Sie ist unendlich oft differenzierbar. Die Umkehrfunktion von f(z) = e” ist
y = Inz, fiir x > 0.

Ubungen 1.3.7.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ g

1.4 Komplexe Zahlen
1.4.1 Kartesiche Darstellung

Erweitert man den Korper der reellen Zahlen um eine Dimension, so erhélt
man den Korper R?, der aus der Gesamtmenge der Zahlenpaare (z,y) be-
steht, mit z,y € R.

Definition. Als imagindre Einheit wird
i=(0,1)

bezeichnet und es gilt
i? = (—1,0).

Dies erméglicht die Darstellung als
(x,y) =2+ iy =: z,

wobeil © =: R(z) Realteil von z und y := Z(z) Imagindrteil von z heifst. In
C koénnen Multiplikation und Addition wie in R durchgefiihrt werden.

15



Ein Punkt z in der komplexen Ebene

Ubungen 1.4.1.

a) O b) O ¢) O
d) O e)d o

1.4.2 Darstellung in Polarkoordinaten

Da jeder Punkt (z,y) € R? unter Angabe eines Wertepaares vollstéindig loka-
lisiert werden kann, ist eine Koordinatenumformung (z,y) — (r,¢) erlaubt.
Es gilt

T = TCcosp

Y = rsineg,

wobei r der Abstand des Punktes (x,y) zum Koordinatenursprung (0, 0) und
¢ der Winkel zwischen r und x—Achse ist. Wir erhalten:

Z 1= Trcosyp + rising.

(r, ) heiken Polarkoordinaten von z mit |z| = r. Eine kiirzere und oft sinn-
vollere Schreibweise ist die Fulersche Darstellung mittels

e'? = cosp + 1sinep.

und damit .
z =re¥ =r(cosp +ising).

16



__________ - Z7I(cose +ising )

Zin Polarkoordinaten

Eulerdarstellung auf dem Einheitskreis. [ ¢ ]: rad

Ubungen 1.4.2.

a) O b) O c) O
d) O e) O g

1.4.3 Multiplikation und Division in C

Addition, Multiplikation und Division folgen in C den Rechenregeln wie fiir
R. Fiir Polarkoordinaten bzw. in der Eulerdarstellung wie folgt: Seien z,w €
C, |z| =r, |w| = s, so gilt fiir die Multiplikation:

2w = re¥se = rse!¥tY)

und fir die Division

% — :Z:Z = g([cos(go + 1) +isin(e + ).

17



Ubungen 1.4.3.

a) O b) O c) O
d) O e) O f)

2 Differentialrechnung

2.1 Differentation in einem Punkt

Definition. Es sei f eine reelle Funktion auf (a,b) und sei xg ein Punkt
xo € (a,b). f heilt im Punkt zq differenzierbar sofern der rechtsseitige und
linksseitige Grenzwert

f(zy) — flo) lim f(x_) — f(xo) _

lim =
T4 %0 Ty — X T——T0 Tr_ —Xg

mit o € R existiert. Schreibweise ist

df

= dx(xo) = f'(x0),

(07

wobei f'(xq) die erste Ableitung an der Stelle xy genannt wird.

XX

Differentation im Punkt x,

Bemerkung. Aus der Differenzierbarkeit von f in xy folgt stets die Ste-
tigkeit von f in xy. Aus der Stetigkeit in f an der Stelle 2y aber nicht die
Differenzierbarkeit von f in x.

18



Beispiel. f(z) = |z|.

Ubungen 2.1.

a) b) O c) O
d) O e) O £ O

2.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Es sei f auf [a, b] stetig und
auf ]a, b[ differenzierbar. Dann existiert ein zy €|a, b[ mit

Flan) = T =10

Ein spezieller Fall des Mittelwertsatzes ist der Satz von Rolle: Sind die

f(x) f(b)-f(a)
b a b-a
f(b) 2
iy - " 7
s f(b)-f(a)
~
f(a) (— x
e / b-a
2
a b

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt und ist f(a) = f(b) = 0, so
existiert ein xy € (a,b) mit

f,(l’o) = O
Ubungen 2.2.
a) b) O c) O
d) O e) O f) g
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2.3 Differentationsregeln

Ableitungen von Polynomen werden mittels der Potenzregel

d n n—1

—x" =nx

dx
durchgefiihrt. Weiterhin gelten folgende Rechenregeln die Differentation von

Funktionen:

, nmnelR

e Summenregel. Seien f, g in xq differenzierbare Funktionen und o, 5 €
R, so gilt
(af +B9) (z0) = af'(z0) + Bg'(x0)
Beispiel:
f(z) =32 + 22°

Hier ist of = 322 und g = 223.

e Produktregel. Seien f, g in z( differenzierbare Funktionen, so ist f-g
differenzierbar in xy mittels

(f - 9)(w0) = f'(w0)g(wo) + ¢ (x0) f (o).

Beispiel:
rsin.

Esist f =z und g = sinx.

e Quotientenregel. Seien f, g in xy differenzierbare Funktionen mit
g(xg) # 0. So ist auch 5 in z( differenzierbar mittel

f'(x0)g(x0) — f(20)g' (20)
9*(x0)

VTR
(5) (%0) =

Beispiel:

mit f =x und g = €”.

e Kettenregel. Secien f, g in z( differenzierbare Funktionen. Ist weiter-
hin h = g o f eine Verkettung der Funktionen und existiert ¢'(f(xo)),
so ist h in x( differenzierbar mittels

W (o) = (g0 f)(wo) = g'(f (o)) (o).

Beispiel:
(22 +1)°.

Es ist h = (222 +1)°, wobei f = 22? + 1 und g(f) = (f)°.
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e Logarithmische Ableitung. Sei f eine in z( differenzierbare Funk-
tion und f(z) > 0, so gilt fiir Logarithmen der Art h(z) = In f(z):

_ f'(xo)

h’(%’o) f($0) .

Beispiel:
Inz*,

mit f =22 .
Bemerkung. Im Kapitel Integrationsrechnung sind einige Funktionen und

Thre Ableitungen aufgefiihrt.

Ubungen 2.3.

a) O b) O c) O
d) O e) O f) g

2.4 Der Satz von 1" Hospital

Der Satz von [ "Hospital: Seien f, g zwei Funktionen, die in einer Umgebung
von xg differenzierbar sind so gilt
f(zo) _ f'(zo)

lim = ,
e—wo g(x0) ¢ (o)

sofern diese Grenzwerte existieren.

Ubungen 2.4.
a) O b) O c) O
d) O e)d f) o
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2.5 Hohere Ableitungen

Definition. Die Funktion f sei auf ganz |a, b| differenzierbar und sei xy €
Ja, b[. Falls der Grenzwert

o P = fGo)

T—T0 T — g

=P

existiert, so heit 5 = f”(xo) die zweite Ableitung von f in xy. Schreibweise

ist 2
T2 (@) = f"(xo).
Fiir n € N wird die n-te Ableitung von f in xq definiert:
dn
T = 1),
Ubungen 2.5.
a) O b) O c) O
d) O e)d g

3 Integration

3.1 Treppenfunktionen

Definition. Eine endliche Folge (aq,ay, ..., ao) heilt Zerlegung von [a,b),
wenn
ag < a1 < ... < Ap—1 < Ap,

mit ag = a und a, = b gilt.
t:[a, b)) > R

heifst Treppenfunktion auf [a,b], wenn es eine Zerlegung von [a, b] gibt, so dafk
t auf jedem Teilintervall ]a,, a, [ konstant ist. Der Inhalt einer (nichtnega-
tiven) Treppenfuntion ist gegeben durch

n—1 b
ch<au+1 - al/) = /t(l’)dl’,
v=0 "
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Csy_|
Cy —] |
o ? 5 | | [
L
C, | ‘ | I |
|
I I ' | |
I | | | |
I I l |
I I I
| | ! |
| | o |
| : | L | X
a I
]aw’aw—‘\[

Zerlegung in [a,b] und Treppenfunktion t(x)

wobei ¢, die mittels t(x) abgebildeten Ordinatenwerte zu a, bzw. a,; sind.
Definition. Eine Treppenfunktion ¢ : [a, b] — R heilt obere Treppenfunktion
von f :[a,b] - R, wenn

t(z) > f(x), Vx€la,b
gilt. Sie heift untere Treppenfunktion , wenn

t(z) < f(x), Vz € [a,b]
gilt.

Bemerkung. Jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R besitzt eine obere
und untere Treppenfunktion.

Ubungen 3.1.

a) O b) O c) O
d) O ¢) O o

3.2 Das Riemann Integral

Definition. (i) Stimmen fiir beschrinkte Funktionen f : [a,b] — R Ober
und Untersumme der Treppenfunktionen iiberein, so heift f Riemann inte-
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grierbar auf [a,b]. Der gemeinsame Wert wird als

L[}@Mx

geschrieben. und heilt Riemann Integral.

(ii) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann
integrierbar, wenn es zu jedem ¢ € R™ eine obere und eine untere Treppen-
funktion ty und ¢, gibt, so dak das folgende Riemann Kriterium

b b
/ to(z)dx —/ tydr < e

gilt. Das Riemann Integral stellt also die Fliche unter dem Graphen der
Funktion f dar.

Rechenregeln: Sind f und g auf [a, b] entsprechend definierte Funktionen,
so gilt:

(F + g)@)de = [ fa)de+ | ge)da

a

8~

b b
o [cf(x)dr=c[dr, ceR

o fbf(x)dx: ff(a:)dmjtff(x)dx, a<c<b
o jf(x)dx < fg(x)dm, < f(z) < g(z), Yz € [a,b]

of::()

Ubungen 3.2.
a) O b) O c) O
d) O e) O S
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3.3 Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Die Berechnung einer Fliche unter einer Funktion f mittels Treppenfunktio-
nen ist nicht iiblich und teils unmoglich. Der Hauptsatz der Differential und
Integralrechnung zeigt, das die Integration die Umkehrung der Differentation
ist.

Definition. Eine Funktion F' : [a,b] — R heit Stammfunktion zu f :
[a,b] — R, wenn
F'=¢f

gilt.

Hauptsatz der Diferrential und Integralrechnung: Gibt es zu einer
Riemann integrierbaren Funktion f : [a,b] — R eine Stammfunktion F, so
gilt

/ @)z = / Fl(2)ds = F(b) — Fla) = F(a)[*

Bemerkung. Jede stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion.

Ubungen 3.3.
a) O b) O c) O
d) O e)d f) g

3.4 Das unbestimmte Integral

Aus dem Hauptsatz folgt, dak die Integration eine Umkehrung der Differen-
tation ist. Sei nun f eine Funktion, so folgt

d
- / f(@)dz = f(x)

und

df(x) , _

wobei C' Integrationskonstante heifst. Im ersten Fall wurde vorausgesetzt, daf
f iiberhaupt auf I eine Stammfunktion besitzt, im zweiten Fall, daf f auf I
differenzierbar ist. Im folgenden sind einige Integrale und Thre Stammfunk-
tionen aufgefiihrt:

° fd:lj:$+0
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o [adz=azx+C
° fx’"dx:%HxT“%—C
o [e"=e"+C

o [cosz=sinz+C

o [Ldz=In|z|dz

3.5 Integrationsverfahren
3.5.1 Substitutionsregel

Seien f(z) und g(t) stetige Funktionen und sei z = g(¢) unkehrbar mit der
Umkehrfunktion ¢t = g~!(z) so gilt

dt—d’l():>1— 1 :>d_ 1
dx _dxg v % %g—l(x) dtx %g—l(x)
und
dx B d ()
ar ~ dt?

Gleichsetzen beider Ergebnisse fiihrt auf

ig(t) — ;
dt =9 N x)

So kann folgende Integralgleichung begriindet werden, die als Substitutions-
regel bezeichnet wird

/f(:c) dx:/fwg'(t) dt.

Beispiel. [ f(z)dz = [(1 —2z)° dz. Vorgehen:
1. Substitution: g~'(z) =t =1 — 2z. Es folgt £t = —2 = do = —1dt
2. Einsetzen: [¢*(—3)dt = —1 [° dt
3. Losen: —5 [t dt = —5t5+ C

4. Riicksubstituieren: —5¢°+ C = - (1 — 22)5 + C
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5. Probe: L[—4(1—22)0 + C] = —5(1 — 22)°(—2) = (1 — 22)°

Ubungen 3.5.1.

a) O b) O c) O
d) O e) O O

3.5.2 Integration bei Ableitung des Nenners im Zihler

Ist der Zéhler des Integranden exakt die Ableitung des Nenners, so gilt
f'(x)
dr =In|f(x)|+ C,
[ Fae = mis)

wobei mittels f(z) =t und f'(z) dx = dt substituiert wurde.

Beispiel. [tanz dr = — [ =222 = —In|cosz| + C.

CcCosxT

Ubungen 3.5.2.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ g

3.5.3 Partielle Integration

Ist der Integrand aus zwei oder mehreren Funktionen multiplikativ zusam-
mengesetzt und kann die Ableitung einer dieser Funktionen den Integrand
vereinfachen kann versucht man die Partielle Integration

/u'v dxr = uv — /uv' dx,
anzuwenden, wobei u und v die zu substituierenden Funktionen sind.
Beispiel. [62? - 1n|z| dz. Losung:

/6952-111\3:] de = 2x3-lnx—/2x3- dr =22°In|z| — 2° + C.
<~ A <~

u’ u v

A
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Ubungen 3.5.3.

a) O b) O c) U
d) O e) O f)d

3.5.4 Integration rationaler Funktionen

Die Integration rationaler Funktionen fiihrt mittels Umformung wie Partial-
bruchzerlegung auf schon bekannte Integrale aus Formelsammlungen.

Beispiel. [ ————dx. Losung: Es gilt

2ax +b

1 2
—dr = — arctan ———, A > 0,
/X VA VA

mit A = 4ac — b? und mit X = az? +bx + C. Es folgt mit a = 1,0 =3,¢ =5
und somit A = 11:

/;dx— ial"(:t3112x+3 +C
224+ 3z +5 V11 V11

Ubungen 3.5.4.

a) O b) O c) O
d) O e) O f) O

3.5.5 Integration von Wurzeln im Integranden

Treten Wurzelausdriicke im Integranden auf, bzw. hat der Integrand R die

Form
T
R(z, '”Up +q)dx,
rr + S

so gibt es die Standardsubstitution
- Voo +s

st™ —q

Es folgt

p—rtm
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und
1 Sp—Tq

dx = mt™” dt
Ty
Beispiel. [ 1,/i7%dz. Losung: Hier ist R = R(z, "\ /24). Substitution ist
; 1—= N 11—t , 11—z
= rT = — =
1+x 14t 1+
und d at at
I — JR—
— =0 = dr = ——=dt.
it~ 1+ YT e
Es folgt Substituieren und Ausrechnen:
1— 1 t2 —
/ 2 —2d / * dt
T i 1+ﬁ)
—4¢?
- / dt
(1 —22)(1+1¢?)
4t?
- / i
(t2—-1)(t2+1)
A4t?
- / dt
(t—-D(t+1)(t2+1)
* 1 1 2
= — dt
/(t—l t+1 +t2+1)
=In|t—1] —In|t+ 1| +2arctant + C =In
t+1

l—2—-+v1 1-—
:1n|\/ -V +$|+2arctan\/—x+6’,
Vi—z+V1+x I+

wobei x mit Partialbruchzerlegung erreicht wurde.

Ubungen 3.5.5.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ O
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3.5.6 Integration iiber trigonometrische Funktionen

Besteht der Integrand R aus trigonometrische Funktionen, insbesondere wenn
R (sinx, cos x)

so wird die Standardsubstitution ¢ = tan % Durch Umformen erhalt man

, ot

SNy = ——
1+¢2
1 —¢?

COST =
14 ¢2

und 9
doe = ——dt.
Tt

Diese Substitution 16st alle Integrale dieser Art fiir trigonometrische Funk-
tionen. Neben der Standardsubstitution tan § gibt es altenativ folgende An-
satze:

e R(—sinz,cosx) = —R(sinz,cosr) =t = cosz —> —sinz dr = dt
e R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosr) =t =sinz = cosz dr = dt

Beispiel. [ ——dxz. Losung: Integrand vom Typ R(sin z, cos z). Substitution:

1 1 2
/ dx:/mﬁdt
CcosS T T +1

B (1+ )2
/(1—t2)(1+t2)dt

1
=2 dt.
/1—152

1 -1
/1_t2dt:tanh t, [t <1

Es gilt:

und

1 -1
/1_t2dt:coth t, |t| > 1.

Riicksubstitution: t = tan% fiihrt auf:

1 T x
dr =tanh '(tan =), [tan=| <1
/cosac r = tan (an2) ] an2|
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oder

1 T T
dx = coth ' (tan Z), [tan>| > 1.
/cosx T = co (an2), \ an2]

Ubungen 3.5.6.

a) O b) O c) O
d) O e) O O

4 Differenzialgleichungen

4.1 Gewohnliche Diffenrenzialgleichung
Im folgenden werden gewdhnliche Differentialgleichungen betrachtet.
Definition. Eine gewohnliche Differentialgleichung (DGL) ist eine Glei-

chung, die eine abhéngige Variable y(x), eine unabhéngige Variable x, sowie
Ableitungen der abhéngigen Variable enthilt:

F('CC7 y? y/7 y//’ R y(n)) = 0'

Die Ordnung einer DGL ist die Ordnung der hochsten auftretenden Ablei-
tung.

Beispiele. Eine DGL erster Ordnung ist beispielsweise die Wachstumsglei-
chung

/

y'=—ay

mit einer spezifischen Konstante a. Die Differentialgleichung
y'+y=0
ist eine DG L zweiter Ordnung.

Man bezeichnet f(x) = y als eine Losung der DGL sind, wenn beim Einset-
zen von y in die DG L die Gleichung gelost wird. Wir setzen voraus, das bei
den hier folgenden Differentialgleichungen Losungen existieren (s. Existenz-
sitze).
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Sind bei einer beliebigen DG L zusétzlich sogenannte Anfangsbedingungen
vorgegeben, derart daf

yl(x0> = as, y/(xO) = agz, ... Jy(n)(‘ro) = Qn,

so spricht man von einer Anfangswertaufgabe (AWA). Um eine AWA exakt
16sen zu kénnen bendtigt man fiir eine DGL nter Ordnung n Anfangsbedin-
gungen.

/

Beispiel: y' = —¥ mit Anfangsbedingung y(1) = 23. Ldsung:

16st die DGL, da y'(x) = —%. Also ist die Losung fiir die Anfangswertauf-
gabe

unter der Anfangsbedingung y(1) = 27.

Beispiel. Die DGL erster Ordnung
y Pyt =1
hat die Losung f(z) =y =sinz + C , da
[sin(z + C)']* + [sinz]® = 1.

Man beachte, das y = sin(z + §) = cos z ebenfalls die Gleichung 16st.

Ubungen 4.1.
a) O b) O c) O
d) O e) O S o

4.2 Klassifzierung

Definition. Eine DGL heifst linear, wenn die abhingigen Variablen und Ihre
Ableitungen nur in erster Potenz vorkommen. (d.h. weder y? ¢y etc..). Die
lineare DGL n — ter Ordnung kann also als

Zpi(ﬂf)y(i) (z) = q(x)
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geschrieben werden. Hier kennzeichnet 4 die i — te Ableitung von 7. Ist

so nennt man die DGL homogen, fiir q(x) # 0 inhomogen. Ist
pi(r) = pi =t a;,

d.h sind alle Koeffizienten p;(x) nicht von = abhéngig, so nennt man die DGL
eine DG L mit konstanten Koeffizienten. Eine DGL

F(xJ y? y/7 A y(n))

heiltt implizite DGL, eine DGL der Form

y(n) - f(x7 y,7 "'7y(n_1)>

heikt ezplizite DGL. Eine DGL bei der Anfangswerte y(c),y'(c), ...,y™ (c)
vorgegeben sind heikt Anfangswertaufgabe (AWA).

Beispiele. (i) y + y?> = 1 ist eine nicht-lineare inhomogene DGL erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten (implizit).

(i) ¥ —2y" — bzy’ + by = 0 ist eine lineare homogene DGL dritter Ordnung
(ohne konstante Koeffizienten, implizite DGL).

Ubungen 4.2.

a) O b) O c) O
d) O e) O £ o

4.3 Losungsverfahren

Gewdhnliche Differenzialgleichungen der Ordnung n lassen sich stets auch
auf ein System von gewohnlichen Differenzialgleichungen erster Ordnung zu-
riickfithren. Die Losungen dieser werden als Basislosungen bezeichnet. Eine
schematische Darstellung findet sich im Abschnitt Lineare DGL‘s mit kon-
stanten Koeffizienten. Dariiber hinaus gibt es spezielle Typen von DGL's,
bei denen sich bestimmte Losungsansitze anbieten.
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4.3.1 Trennung der Variablen
Liegt eine DG L erster Ordnung der Form

vor, kann diese mittles Trennung der Variablen durch

[
fiir g(y) # 0 gelost werden.

Beispiel: 3/ + + = 0. Losung: Es ist

da

Es folgt mit ¢y’ = % fiir y # 0:

%:—E@/ydy:—/xdx,
dx Y

1 1
3= —§x2+0,bzw v = -2 +ec.

Die Losungen kénnen (immer) auch graphisch dargestellt werden, hier stellt
y? + 22 = ¢ die Gesamtheit von Kreisen um den Ursprung dar, die an der
Stelle y = 0 (an der x—Achse) nicht definiert sind.

mit Losung

Ubungen 4.3.1

a) O b) O c) O
d) O e) O S o
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4.3.2 Die Bernoulli DGL

DGL's der Form
y + fl@)y =r(z)y’
fiir a # 1 und fiir a # 1 heifen Bernoulli DGL’s und lassen sich mittels

l—a

U=y
und
= (1-a)y™y
zu einer linearen DGL (erster Ordnung) umformen:
u+(1—a)f(z)u=(1-a)r(x).
Beispiel: xy/ — 4y = 2%y3. Losung:

xy — 4y = 2% =y — 4% = a9

Dieses ist die Form der Bernoulli DG L mit a = 3. Substitution fithrt auf

, 8 ¢ 1,
U+ —u=-2r—=u=——-z1".
x ¥ 5

Dau=y?2= # erhdlt man die Losung
e
Y V50 — 210
fir 5C — 29 > 0.

Bemerkung. Weitere nichtlineare DGL's die auf lineare DGL's zuriick-
gefiihrt werden konnen sind die Ricatti DGL

Y + flx)y = r(z) + g(z)y”

und die Ahnlichkeits DGL

Bemerkung.Differentialgleichungen, wie viele nichtlineare DGL's und DG L's
hoherer Ordnung sind oft schwierig und oft nur numerisch l6sbar (sofern sie
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Losungen besitzen !). Einen Sonderfall bilden die linearen DGL‘s mit kon-
stanten Koeffizienten n-ter Ordnung, die immer gelost werden konnen.

Ubungen 4.3.2

a) O b) O c) O
d) O e) O £ O

4.4 Die lineare DG L mit konstanten Koeflizienten

Wir betrachten die homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten n-
ter Ordnung: 3

aoy + a1y’ + azy” + ..+ an_1y" Y +y" = 0.

Als Losungsansatz wird y = e’ gewihlt, so daR i/ = \e’, ¢ = N2, ..
ist. Wir ersetzen die Terme und erhalten das sogenannte charakteristische
Polynom

AN+ a1 A+ ...+aXA+ay=0,

wobei A € C. Das charakteristische Polynom n-ten Grades hat nach dem
Fundamentalsatz der Algebra genau n reelle oder komplexe Nullstellen. Die-
se Nullstellen hingen mit sogenannten Basisldsungen der DG L zusammen.

Um die Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu berechnen, setzt man
zur Losung der DGL die dazu gehdrigen Basislosungen in die DGL ein. Im
folgenden sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms und die da-
zugehorigen Basislosungen aufgefiihrt.

’ Nullstellen \ Basislosungen der DGL
A € R, eine reelle Nullstelle e
A € R, k reelle Nullstellen e xe’t et gkleA®

A € C, eine komplexe Nullstelle | e** cosbxr , €% sinbx

(paarweise konjugiert komplex: A = a £ ib)

(paarweise konjugiert komplex: A = a £ ib)

A € C, k komplexe Nullstellen | (e** cosbz, e* sinbzx),(ze™ cosbx, re™ sinbzx),

(e% cos b, e sin bx),(x¥1e” cos b, x*~1e sin bx)

3bereits nach y™ aufgeldst, d.h. dividiert durch a,
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Hier treten die komplexen Nullstellen immer paarweise konjugiert komplex
auf. Im folgenden sind einige Beispiele fiir die Nullstellen A\ der charakteris-
tischen Gleichung und die zugehdrigen Basislosungen aufgefiihrt:

’ Nullstellen A \ Basislosungen
1, =4, 5, V8+1 ele, ez dr  o(VBHlz
0, 0,3, 3, 3 1, z, &3, zed* x2e3”
100, 2 = 34 el e2% cos 3, €% sin 3z
1+£24, 14+2i el cos 2z, el®sin 2z, wel® cos2x, xel®sin2x
1, £, 1 T, r°, cosz, sinx, rcosx, rsinz, r‘cosx, r-sinx
07 07 07 :t Y :i: ) :t ]" Y 27 ) Y ) ) 2 ) 2

Beispiel: " — 2y” — 5y’ + 6y = 0. Losung: Die lineare homogene DGL
dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten wird zum charakteristischen
Polynom umgeformt:

y" —2y" — 5y +6y=0= ) -2\ —5\+6 = 0.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind
A =1, Ayg=-2, \3=3.

Daraus folgen die Basislosungen:

1 =€ Yo = 6_2$’ Ys = e’

Die Losungsbasis (d.h. die Losung) der DGL besteht aus der Linearkombi-
nation der Basislésungen:

Y = c1e” + coe 2T 4 ¢33

Bemerkung. Durch drei mégliche Anfangsbedingungen, y"”(zo) = as, y"(zo) =
as und y'(zg) = ag konnen die Konstanten cs, ¢o, ¢; bestimmt und damit eine
Losung der DG L erhalten werden.

Ubung 4.4.
a) O b) O c) O
d) O e)d g



